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无 向 图 中 连通 支配 集 问题 的 精确 算法 
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摘 要 : 图 G=(V,E) 的 一 个 支配 集 D CV 是 一 个 顶点 子 集 ， 使 得 图 中 每 一 个 顶点 要 么 在 万 中 ， 要 么 至 少 与 万 中 的 一 
个 顶点 相连 。 连 通 支配 集 问题 是 找到 一 个 顶点 数 最 小 的 支配 集 S， 并 且 S 的 导出 子 图 G[S] 是 连通 图 。 该 问题 是 一 个 经 
典 的 NP 难 问题 ， 可 应 用 于 连通 设施 选 址 、 自 适应 网 络 等 领域 。 针 对 无 向 图 中 连通 支配 集 问题 ， 仔 细 分 析 该 问题 的 图 
结构 性 质 ， 挖 掘 出 若干 有 效 的 约 简 规则 和 分 支 规 则 ， 设 计 了 一 个 分 支 搜 索 算法 ， 并 采用 了 测量 治之 方法 分 析 算 法 的 运 
行 时 间 ， 最 终 得 到 了 一 个 运行 时 间 复 杂 度 为 O (01.937) 的 精确 算法 。 
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Exact algorithms for connected dominating set in undirected graphs 
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Abstract: A dominating set D cV ofa graph G -(V.E) is a subset of vertices, such that every vertex of G is either in D, 


or adjacent to at least one vertex in D. The connected dominating set problem asks to find a dominating set S with minimum 


number of vertices and the induced subgraph G[S] of S is connected. The connected dominating set problem is a classical 


NP-hard problem, which could be applied to connected facility location, ad-hoc networks and many other areas. For the 


connected dominating set problem in undirected graphs, this paper carefully analyzes the structural properties, explores a number 
of effective reduction rules as well as branching rules and provides a branch-and-search algorithm. A measure-and-conquer 
method is also introduced to analyze the running time bound. Finally, an exact algorithm with a running time complexity of 
O (1.93") is obtained. 
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为 止 最 快 算法 之 一 , 该 问题 是 否 存 在 运行 时 间 为 O (1.99") 的 算 
法 已 经 成 为 计算 理论 中 一 个 著名 的 公开 难题 。 另 一 个 著名 问题 

NP 和 NP 完全 的 概念 是 CookI 于 1971 年 提出 来 的 ， 自 提 是 最 大 独立 集 问题 (maximum independent set problem), 1977 年 
出 后 NP SHE SII ZIEL. CA P e NP 时 ,NP 完全 问题 不 存 Tarjan 等 全 提出 了 运行 时 间 为 0(2”) 的 最 大 独立 集 算法 。 经 
在 多 项 式 时 间 算 法 。 对 于 许多 NP 难 问 题 ，Impagliazzo 等 人 外 过 一 系列 学 者 的 研究 , 1986 年 RobsonI9 将 该 问题 运行 时 间 的 上 
证 明 不 存在 亚 指数 时 间 算 法 。 此 外 ， 这 些 问 题 没 有 或 很 难 获得 界 改进 到 O27) ， 目 前 该 问题 的 运行 时 间 被 改进 到 
近似 算法 。 例 如 ， 著 名 的 3-SAT 问题 ， 要 么 为 真 要 么 为 假 ， 采 O'(1.1996") 口 , 然而 将 这 个 上 界 改进 到 1.2" 以 下 用 了 30 多 年 。 
近似 算 法 求解 毫 无 意义 。 在 P=NP 这 个 目前 被 广泛 认为 不 对 于 不 同 的 NP 难 问题 ， 目 前 已 知 的 精确 算法 的 时 间 复 杂 度 之 
大 可 能 的 结果 出 现 之 前 ， 要 得 到 NP 难 问 题 的 准确 解 只 能 采用 间 差 距 较 大 ， 如 前 所 提 及 到 TSP 问题 和 最 大 独立 集 问 题 。 那 么 
精确 算法 BI。 在 时 间 复 杂 度 较 差 的 各 种 问题 之 间 是 否 存 在 联系 ， 或 者 当 解 决 

非 平 几 精确 算法 的 历史 可 以 追溯 到 1962 年 ，Held 等 人 内 EA NP 难 问 题 是 否 有 助 于 其 他 NP 难 问题 的 解决 ， 或 者 是 否 
对 TSP (traveling salesman problem ) 设 计 了 运行 时 间 为 O(2" m) 以 以 某 种 方式 对 经 典 NP 完全 问题 进行 分 类 后 预测 较 差 时 间 
的 动态 规划 算法 (其 中 为 图 中 的 顶点 数 ), 这 也 是 该 问题 迄今 复杂 度 的 算法 最 好 能 有 多 好 ， 这 些 都 是 需要 考虑 的 问题 ， 有 助 
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对 于 支配 的 概念 ，1962 年 Claude! P cities 
同一 年 ，Ore 外 第 一 次 在 文献 中 使 月 
(dominating set〉 这 个 术语 。 支 配 自 
时 ， 支 配 集 问题 包含 顶点 支配 问题 和 边 支 配 j 


小 顶点 支配 集 问题 (dominating set problem ) 是 一 个 经 典 好 
2004 年 Fomin 等 人 [1 设计 了 运行 下 
0'(1.9378") 的 精确 算法 ， 甸 
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算法 的 时 间 复 杂 度 时 ， 
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示 上 这 样 是 行 不 通 的 ， 
者 之 间 有 具有 很 大 的 不 同 。 事 实 上 ， 连 i 
性 的 问题 (non-local problems) 
问题 都 很 难处 理 ， 例 如 经 典 的 TSP 问题 。 
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。 类 似 这 种 非 局 部 性 问题 有 反馈 ] 
vertex set problem). EH ANB [RI (Steiner tree 
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中 找 出 一 个 顶点 数 最 
的 NP 难 问题 00。 如果 对 支配 集中 的 顶点 加 一 些 约束 条 件 ， 
一 些 NP 难 问 题 。 若 
有 边 相 连 ， 即 DD 是 一 
问题 ， 若 要 求 支配 全 
EA T ERI 


少 的 支配 集 ， 该 问 


问题 可 以 转化 成 
E D 中 的 任意 两 个 顶点 之 间 ? 
那么 该 问题 就 是 独立 支配 集 
个 顶点 之 间 都 有 边 相 连 ， 旧 


前 已 知 的 最 佳 精确 算法 的 运行 时 间 是 
。 对 于 最 小 边 支 本 
nakakis 等 人 03 证 
Schiermeyer04 第 一 次 打破 了 22” 这 个 平凡 时 间 界 , 目前 该 问题 
E 精 确 算法 的 运行 时 间 为 O 4.3160") 03。 对 于 本 文 研 
究 的 连通 支配 集 问题 (connected dominating set problem), Garey 
等 人 09 证 明 该 问题 是 NP 难 的 .2008 年 Fomin 等 人 09 第 一 次 打 
上 了 运行 时 间 为 O 4.9407") 的 精 
外 来 看 ,连通 支配 集 问题 和 支配 集 
习题 的 方法 来 解决 连通 支配 集 
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支配 集 问 题 。 本 文 解决 的 问题 就 是 连通 支 再 
的 一 个 连通 支配 集 是 一 个 项 点 子 集 $ ， 要 5 
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图 是 连通 的 。 
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泛 的 应 用 07-22。 
本 文 针 对 连通 支配 集 问 题 
精确 算法 , 其 算法 基本 思想 源 E 


HE 


成 树 的 叶子 结 点 数 达 到 最 大 。 
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于 Fomin 等 人 09 设 计 的 精确 算 
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的 时 间 复 杂 度 。 在 使 用 测量 治之 
六 中 采用 了 非常 简单 的 方式 来 
的 分 析 也 非常 清晰 ， 上 有 具体 参 见 第 
分 析 连 通 支 配 集 问题 的 图 结构 性 质 ， 细 致 地 
FE 质 ， 在 此 基础 上 设计 了 有 效 的 约 简 规则 
问题 得 以 简化 。 针 对 连通 支配 集 问 题 设计 


则 ， 降低 了 原 问 题 的 求解 规模 和 难度 ， 结 
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D & V 表示 这 些 顶 点 构成 的 
TAE 
的 所 有 顶点 一 定 在 OPT 
OPT rp, Bil S c OPT | 


符号 和 问题 定义 


如是 指 没有 平行 边 和 自 


环 的 图 ， 本 文 涉及 到 的 所 有 
图 。 设 G=(V,E) 表 示 一 个 顶点 集 为 V 和 边 集 为 
= Mm。 如 果 一 个 顶点 子 集 仅 包 含 


Ine 


,其 中 |V 上 En 和 |E 


支配 集 问 题 的 具体 应 用 中 会 更 加 高 效 。 


ERI 


FRG 中 的 任意 一 个 顶点 ， 
] N(v)2S(ueV:uve E] 表示 顶点 v 的 开 邻 集 ， 
NIVEN) Uv 表示 顶点 v 的 闭 邻 集 。 NS) SER EE BS TL RR V 


EG. d(v) 表示 顶点 v 的 度 ， 即 图 中 边 的 一 个 端点 
为 v 的 条 数 。 在 简单 图 中 ，d(v) 司 入 (v) | 始终 成 立 。 对 于 一 个 
顶点 子 集 叉 ， 令 N(X) = Uvex NWX. CX] 表示 由 顶点 子 集 
HFE, G[VVX] 也 可 以 简写 为 G\ XX 。 如 果 顶 


图 ， 则 称 顶点 子 集 为 连 


HO 符号 省 略 多 项 式 部 分 ， 


用 f=) 表示 


E， 文 中 作 以 下 假设 文中 所 提 及 的 图 均 为 


， 否 则 该 问题 无 解 ; 
为 2， 否 则 该 问题 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 

在 算法 的 执行 过 程 中 ， 某 些 顶 点 一 定 会 被 包含 最 终 解 中 
J S c V 表示 这 些 顶 点 构成 的 
会 在 最 终 解 中 , 其 中 | 引 > 2 并 且 G[S] 是 
法 执行 过 程 中 ， 某 些 顶 点 一 定 不 会 在 最 终 解 中 ， 用 顶点 集 
合 , 即 在 算法 执行 过 程 中 将 这 些 
1OPT 表示 最 优 解 ， 那 么 顶点 集 8 中 
TSE D 中 的 所 有 顶点 一 定 不 在 
HD(l|OPT-$9.HA-VWSUD) 
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A 中 的 一 个 顶点 v 287b 58 
AV 为 候选 点 , 否则 称 为 自 
C-U, 4 NO) NA .HR 
的 一 个 顶点 Y 至 少 与 集合 S 中 的 一 个 顶点 相 邻 , 那 
的 是 如 下 一 个 带 约束 的 最 小 
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称 集合 9 支配 顶点 v 。 本 文 考虑 
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连通 的 。 同 时 , 在 算 


G 中 即 没有 被 选 入 集合 S 中 也 没有 被 选 入 集合 D 中 的 
为 可 用 顶点 集 。 如 果 删 除 A 中 
则 称 顶点 ? 为 必 选 点 。 如 果 
的 一 个 顶点 相 邻 , 那么 称 顶 


o H C 表示 候选 点 构成 的 集合 ， 


点 构成 的 集合 , F-ANC. 


qG -(V,E)1G 的 两 个 顶点 子 集 S,D CW ， 其 中 导 
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PS 


问题 : 找 出 图 G 的 一 个 最 小 顶点 子 集 了 cV 满足 如 下 性 质 : 了 是 一 个 支 


WA, ScY RD(]Y =G， 导 出 子 图 G[Y] 为 连通 图 。 


LE 


该 可 行 解 为 最 优 解 ， 在 本 文中 将 一 个 最 优 解 简称 为 一 个 解 。 


2 ”算法 设计 


2.1 初步 思想 


可 以 看 出 ， 当 5 包含 图 中 任意 两 个 相 邻 点 WW 和 Vv 时 ， 带 约 
束 的 最 小 连通 支配 集 问题 就 是 求 包含 uW 和 v 的 最 小 连通 支配 集 。 
本 文 研究 这 种 带 约束 条 件 的 问题 ， 其 主要 原因 是 在 分 支 搜 索 算 
法 中 茶 些 分 支 会 要 求 将 一 些 顶 点 保留 在 最 后 的 解 中 ， 那 么 可 以 
直接 将 这 些 顶 点 加 入 5 中 。 对 于 带 约束 的 最 小 连通 支配 集 问 题 ， 
任意 一 个 包含 $ 中 所 有 顶点 且 是 连通 支配 集 的 顶点 子 集 称 为 
该 问题 的 一 个 可 行 解 。 当 一 个 可 行 解 的 大 小 达到 最 小 时 ， 就 称 


由 于 最 小 连通 支配 集 问题 具有 连通 的 全 局 属性 ， 算 法 设计 
的 初步 思想 是 猜测 图 中 的 任意 两 个 相 邻 顶点 VW 和 Vv 可 能 在 茶 


4 I 的 一 个 解 ; 


此 时 了 ' 是 7 的 一 个 最 优 解 。 
SY" KI" 的 任意 一 个 最 
通 图 , 因此 了 " 是 了 | 


此 时 了 "是 了 的 一 个 最 优 解 。 


若 了 存在 一 个 解 包含 某 个 顶点 4 ， 则 将 4 加 入 
S 以 后 的 实例 1"=(G,S Ufu}, D) 的 任意 一 个 解 是 原 问 题 实 
例 7 的 一 个 解 。 

证 明 设 G'=G\v， 
G' 是 G 的 一 个 子 图 ， 所 以 Y' 也 是 了 的 一 个 可 行 解 。 假 设 实例 
I 的 一 个 最 优 解 了 不 包含 顶点 Vv， 那么 了 仍然 是 7' 的 一 个 可 行 
解 。 这 种 情况 下 有 


e RJ Y" 的 
9 一 个 可 行 解 。 假设 实例 T 的 一 个 最 
包含 顶点 4 ， 那 么 了 仍然 是 7" 的 一 个 可 行 解 。 这 种 情况 - 
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通过 定理 1 可 以 得 到 ， 如 果 知 道 某 个 顶点 在 一 个 最 优 解 中 
E 可 以 将 顶点 加 入 SS 


时 ， 根 据 该 定 


些 最 优 解 中 ， 然 后 任意 拿 出 A 中 一 个 候选 点 v 分 两 种 情况 进行 
Wie: 要 么 了 在 了 中 ; 要 么 v 不 在 了 了 中。 如 果 v 在 了 中， 那么 
直接 将 Vv 加 入 5S 中 ; 如 果 Y 不 在 了 中 , 那么 从 图 中 直接 删除 Y。 
如 此 不 断 的 进行 分 支 搜索 , 直到 A 为 空 集 或 A 中 不 存在 任何 候 
选 点 ， 这 样 就 可 以 解决 该 问题 。 但 是 这 种 算法 思想 在 理论 上 分 
析 只 能 得 到 O (2") 的 运行 时 间 界 ,很 长 时 间 都 未 有 人 突破 这 个 
简单 的 运行 时 间 界 ， 直 到 Fomin 等 人 用 测量 治之 方法 来 解决 该 


问题 (1。 在 解决 连通 支配 集 问题 时 ，Fomin 等 人 的 主要 思想 还 
是 不 断 选 出 一 个 顶点 Y 分 两 种 情况 进行 讨论 : 要 么 将 v 保留 到 
最 后 的 解 中 ， 要 么 从 图 中 删除 ， 只 是 将 一 个 顶点 加 入 解 时 一 定 
要 对 解 “ 保 持 连 通 ”。 本 文 同样 遵循 这 种 “保持 连通 ”的 思想 ， 
目 在 处 理 4 中 的 候选 点 进行 了 更 为 细致 的 思考 。 在 考虑 将 4 
中 的 一 个 候选 项 点 v 加 入 解 的 目的 有 两 个 : 一 是 为 了 支配 ? 的 


的 某 一 个 自由 点 邻居 加 入 解 中 。 本 文 就 是 基于 这 样 一 个 思想 ， 


不 断 的 处 理 A 中 的 候选 点 , 当 Am 或 者 不 存在 候选 点 时 , 算法 
要 么 找到 一 个 解 ， 要 么 解 不 存在 ， 最 后 采用 测量 治之 方法 对 算 
法 的 进行 分 析 和 设计 ， 从 而 将 算法 的 运行 时 间 界 进一步 进行 改 


进 。 
2.2 ”定理 和 性 质 


问题 实例 。 


所 有 自由 点 邻居 ;二 是 为 了 连通 v 的 某 一 个 自由 点 邻居 。 对 了 
前 一 种 情况 ， 当 将 Vv 加 入 解 后 ， 可 以 简单 的 将 v 的 所 有 自由 点 
邻居 直接 删除 ， 对 于 后 一 种 情况 ， 当 将 Vv 加 入 解 后 ， 可 以 将 v 


在 多 项 式 时 间 内 如 果 通 过 实例 了 的 一 个 解 Y 可 以 构造 出 
另 一 个 问题 实例 万 的 一 个 解 Y'， 那 么 称 问题 实例 了 等 价 问 题 
实例 了 '， 反 之 亦 然 。 下 面 将 先 证 明 问 题 实例 的 等 价 性 质 ， 在 等 
价 性 质 的 基础 上 定义 一 些 约 简 操作 ， 通 过 这 些 约 简 操作 简化 原 


个 最 优 解 时 ， 那 么 可 以 直接 贡 


对 平一 个 


性 质 1 


Vv 加 入 SS。 


确 性 。 


性 质 2 ”如 果 存 在 两 个 候选 项 点 v 和 4 HU 
这 两 个 顶点 都 不 是 必 选 点 , fnt NO C0 F C N(w) [1 了, 那么 
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于 顶点 ? 为 必 选 点 ， 删 除 Y 后 问题 实例 7 无 角 
必须 在 问题 实例 最 后 的 解 中 ， 根 据 定理 


将 顶点 BLA D rh. 


性 质 3 WR 
么 将 顶点 v 加 入 DD 中 。 
于 顶点 v AxA 
候选 点 ， 且 所 有 候选 点 朝 
v 都 能 保持 解 的 可 


委 设 存在 一 个 最 优 解 OPT 包含 顶点 v ，1 
配 的 自由 点 全 部 被 顶点 4 所 支配 ， 而 顶点 v 和 4 本身 己 经 被 支 
配 ， 那 么 存在 另 一 个 不 包含 v 且 大 小 至 多 为 |OP7| 的 可 行 解 
OPT'=0PT\{v}U{u}, 所 


以 顶点 v 可 以 删除 。 


存在 一 个 可 用 


王 何 的 自由 点 ， 所 以 v 的 所 有 邻 


[ 行 性 。 


接 将 v 加 入 DD 


性 质 4 假设 
w, WRK v 加 入 5 
么 可 以 将 w 加 入 DD 中 。 

因为 将 候选 点 v 加 入 5 后 ,可 用 点 w 不 再 
点 ,根据 性 质 3 可 知 , 当 


定理 1 对 于 一 个 带 约 束 的 最 小 连通 支配 集 问题 实例 
T=(G,S,D)， 若 了 存在 一 个 解 不 包含 某 个 顶点 Vv ， 则 删除 Y 
以 后 的 实例 7'=(G\v,S,DU{v)) 的 任意 一 个 解 是 原 问题 实 


根据 性 质 3 对 J 
存在 一 个 候选 点 Vv ， 导 


中 。 


[E 


RIG Y 


果 知 道 某 个 顶点 不 在 


约束 的 最 小 连通 支配 集 问题 实例 
I —-(G,S,D), ， 如 果 存 在 一 个 候选 顶点 v 是 必 选 点 ， 则 将 顶点 


那么 
ER 1 的 正 


性 质 1 可 知 


顶点 v 所 文 


可 的 自由 点 ， 那 


居 都 为 
FEBR 


点 


存在 一 个 候选 点 v 支配 一 个 可 用 点 


后 ,可 用 点 w 不 再 由 点 ， 那 


可 将 该 顶点 加 入 DD 中 。 


根据 性 质 4 对 图 进 
G 中 存在 一 个 候选 点 v 支配 了 


行 约 简 后 ， 可 以 很 容易 的 得 到 ， 如 果 
JAW, AA wA 


um 


由 点 时 ， 


[| 


录用 稿 周 晓 清 ， 等 : m 


配 另 外 的 自由 点 uN(v)。 bo 设 Y' 为 一 个 问题 实例 的 最 优 解 ， 假 设 Y' 包含 顶点 Y， 
性 质 5 假设 图 G 中 存在 一 个 候选 点 v 仅 支配 一 个 自由 点 否则 b) 直接 成 立 。7' 必然 不 包含 ,假设 Y' 包 含 u， WAF 
w ， 设 0={w,wwy…oU NOW) 站 A\N[v] ， 如 果实 例 T=(G,S,D) ”在 一 个 包含 但 不 包含 v TITY" ,使 得 | 了 "| 可 了 | ,这 与 六 


存在 一 个 最 优 解 OPT 包含 v 但 不 包含 w， 那么 可 以 将 U 加 入 是 最 优 解 相 矛盾 ， 所 以 了 ' 必然 不 包含 ww。 又 了 ' 为 最 优 解 必然 
DW. 支配 顶点 ww， 所 以 w 的 邻居 中 至 少 有 一 个 在 Y'， 如 果 w 在 了 ' 
证 明 设 OPT 为 实例 1=(G,S Ut{v},DU{w})) 的 最 优 解 ， 中 ，b》 直 接 成 立 ， 如 果 如 果 w 不 在 Y' 中， 根据 性 质 5 可 知 ， 
那么 ve OPT 和 wr OPT 。 为 了 构造 矛盾 假设 weU H 可 以 直接 将 U 加 入 DD 中 ， 所 以 b) 成 立 。 
Ue OPT ， 那 么 OPT=0'Ut{v,w} (0' 为 某 些 合适 的 顶点 集合 )。 综 上 所 述 里 2 成 立 。 
TweOPT, OPT-O' Uu PINEN, ijv Hcow, w x 根据 定理 2 BE URS 可 以 很 容易 得 到 ， 如 果 图 中 
A u xc lo, 所 以 OPT7 ”是 一 个 支配 集 , 因此 OP7 "是 一 个 大 小 为 存在 一 个 候选 点 v ， 那 么 Y 至 少 与 两 个 自由 点 相 邻 。 
|OPT] -1 的 连通 支配 集 , 这 与 OPT 是 最 优 解 相 矛 盾 , 见 图 1 中 性 质 7 假设 图 G 存在 一 个 候选 点 v 仅 支配 了 两 个 自由 点 
的 情况 1。 {ww} , WEU; 5 puisse = NOV)OYAVNII ， 如 果实 例 
TERR G6 假设 图 G 中 存在 一 个 候选 点 v 仅 支 配 一 个 自由 点 7=(G,S,D) 存在 一 个 最 优 解 OPT 包含 v 但 不 包含 ww}, 


w ， 且 w 也 仪 支配 一 个 自由 点 WgN(v) ， 如 果实 例 那么 或 者 将 V1 加 入 DD 中， 或 者 将 Us 加 入 DD 中 。 


I 2 (G.S, D) 存在 一 个 包含 v 但 不 包含 w 的 最 优 解 OPT ， 那 证 明 OPT 为 实例 1=(G,SU{y},DU{w,w) 的 最 优 解 ， 
么 存在 男 一 个 不 包含 v 的 最 优 解 OPT' . 那么 veOPT fT (w.w,)eOPT 。 为 了 构造 矛盾 假设 

证 明 ROPT AS: = (G, SU {v}, DU (wp fügt ju) e OPT , 其 中 AI(LA..k) . 那么 
fit, 那么 ve OPT 和 w g OPT . 假设 we OPT ,那么 存在 一 OPT =OU juz1}( O'$ 为 某 些 合适 的 顶点 集合 )。 由 于 顶点 


个 可 行 解 O=OPT \{v} ， 这 与 OPT 是 最 优 解 相 矛盾 ， 所 以 。 (wy eOPT, OPT'-O'Utuy ju) 仍然 连通 ， 而 v 只 支配 
ue OPT 。 由 于 最 优 解 OPT 会 支配 WW， 所 以 OPT 中 至 少 包 (wow), (ww) SCARE Un, js.) 支配 , 所 以 OPT' 是 一 个 支 
& —^ u f Ek w z bpm xcNQ)MWw) ， 那 么 Bof. 因此 OPT' 是 一 个 大 小 为 |OPT | -1 的 连通 支配 集 ， 这 与 
OPT=0'U{v, x} (0O' 为 某 些 合适 的 顶点 集合 )。 由 于 v 是 候 OPT 是 最 优 解 相 矛 盾 ， 见 图 2 中 的 情况 3。 
选 点 (Vv 已 经 被 支配 ), 且 v 只 支配 顶点 w, iiw d cou, 性 质 8 ”假设 图 G 存在 一 个 候选 点 v 仅 支配 了 两 个 自由 点 
所 以 可 以 将 最 优 解 OPT 中 的 v 换 成 4， 得 到 另 一 个 可 行 解 。 {wi;ww} ， 且 WH 入 仅 支配 一 个 自由 点 ,分 别 为 轴 筷 ， 如 果 
OPT'-O'U {u, x} , x [OPT|-|OPT] ,那么 OPT' 是 最 优 解 ， 实例 了 = (G.S, D) 存在 一 个 包含 v REA w A w KR 
所 以 可 以 抛弃 VY ， 见 图 1 中 的 情况 2。 OPT ， 那 么 要 么 该 最 优 解 OPT 不 包含 WW 和 WW ， 要 么 存在 另 
O ACE RULIHE 一 个 不 包含 v 最 优 解 OPT' . 

证 明 OPT 为 实例 1=(G,SUftv},DU{w,w) 的 最 优 解 ， 

> DAN 那么 ve OPT M (vw) eOPT 。 反 证 OPT RAR u Mu, d 

情况 1 情况 2 V (nu) e OPT ,那么 存在 另外 一 个 可 行 解 O=OPT\{v} ,这 
图 1 图 G 中 候选 点 v 仅 支配 一 个 自由 点 w 的 情况 与 OPT 是 最 优 解 相 矛盾 ， 所 以 Qu. us) e OPT 。 假 设 W RH us rp 

定理 2. 给 出 一 个 实例 1=(G,5,D) ,假设 图 G 存在 一 个 候 。 有 一 个 是 属于 OPT ， 假 定 We OPT Bu, eOPT ， 由 于 最 优 解 
选 点 v 仅 支配 一 个 自由 点 w，, 实例 7 存在 一 个 最 优 解 了 使 得 如 OPT 会 支配 必 , 所 以 OPT 中 至 少 包含 一 个 由 的 除 由 之 外 的 


E 


下 成 立 : S re No Von], WWA OPT-O'Utvx,u) CO' KEEA 
a) 如 果 w 仅 支配 一 个 自由 点 UN(Y) ,要么 vg 了 , 要么 。 ”的 顶点 集合 )。 由 于 v 是 候选 点 (Y 已 经 被 支配 )， a 
(vw) eY ， 支配 ， 那 么 将 最 优 解 OPT 中 v gx us, ， 得 到 另 一 个 可 行 解 
b) 如 果 风 至 少 支配 两 个 自由 点 ， 设 自由 点 集合 为  OPT'=0'U{u,, xu), x|OPT|-|OPT] , 那么 OPT' 是 一 个 不 


U={u FFNoomnA4A\N]， 其 中 上 >2 ， 那 么 要 么 ve 了 ， 包含 v 的 最 优 解 ， 同 理 可 以 证 We OPT H u OPT 的 情况 ， 所 
XA(vw)eY, 要么 veY HiwUUJegY. 以 可 以 抛弃 VY ， 见 图 2 中 的 情况 4。 

WEBB: a) 设 Y' 为 一 个 问题 实例 的 最 优 解 ,假设 Y' 包 含 顶 à à 
AV, fa) 直接 成 立 。 了 ' DATED. myfrte— 


个 包含 4 但 不 包含 v RETI Y "HY, xy 

最 优 解 相 矛盾 。 又 Y' 为 最 优 解 必 然 支配 顶点 4 BEAD u f : 

—AMAp E Y, fuii w E Y rp, a) 直接 成 立 , dmi w tk y" * die. 7 AM 

中 ， 根 据 性 质 6 可 知 ， 可 以 找到 另外 一 个 不 包含 v 的 最 优 解 ， 图 2 图 G 中 候选 点 仅 支配 两 个 自由 点 w 和 ,的 情况 


录用 稿 


候选 点 v 仅 支配 两 个 自由 点 ww), KAI =G, S, D) 存在 
一 个 最 优 解 了 使 得 如 下 成 立 : 

a) WR w EMAA h u eNO), B w SEHE u A w 
Tu, WAEAvgY, XEAivwbeY, WA vw}eY 
weY, 要 么 veY H {w w}Uu Uum ez 。 

b) 如 果 wi 至少 支 配 两 个 自由 点 ， 设 vw 支配 的 自由 点 集合 
Jg U; = (uj iussu) 2 NWD NAND, KrBkz2, WAEA 
vY, ZAiv.wJeY, ZiAiv,wjeY Hw e€Y, 要么 veY 
Hibw.w;JUUeY, 要么 veY Hiw.w;JUU,)eY 。 

证 明 a) 设 Y' 为 一 个 问题 实例 的 最 优 解 ， 假 设 了 ' 包含 顶 
AV, TU a) 直接 成 立 。 Ent w A w HAT, 根据 性 质 4 可 知 ， 
这 种 情况 不 会 发 生 。 WA, 考虑 入 不 相 邻 情况 。 假设 wi 和 
ww 共同 支配 了 一 个 自由 点 ,那么 在 了 ' 中 将 v 替换 成 ,得 到 
一 个 不 包含 v ttai y", x |Y"Y'| 所 以 Y" 是 最 优 解 。 
TEN SE v 的 这 个 分 支 (G\{V},5,DU{v}) 里 已 经 考虑 了 
该 情况 ,所 以 内 和 也 共同 支配 一 个 自由 点 的 这 种 情况 可 以 不 用 
考虑 。 那 么 考虑 入 分 别 支 配 不 同 自 由 点 志和 时 的 情况 ， 
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S,DcV, Rn S={v,v, |vv, € E} 且 GIS] 为 连通 图 。 

输出 : 图 G 中 满足 S SY 的 最 小 连通 支配 集 了 。 

1. 如 果 G[S] 不 为 连通 图 ， 则 停止 算法 ， 返 回 $ 。 

2. 否则 如 果 A=4 H. GSI 为 连通 图 ， 则 返回 S 作为 解 。 

3. 否则 如 果 4p ， 且 不 存在 任何 的 候选 点 ， 则 返回 。 

4. 否则 如 果 图 中 存在 一 个 候选 点 v 是 必 选 点 ， 则 返 
MCD(G,SU(v),D), 

5. 否则 如 果 图 中 存在 两 个 候选 点 v 和 mw Cv 和 w 都 不 是 必 
选 点 ), 且 NO)NF SNOW)NF, 则 返回 MCD(G\v,S,DU{v)。 

6. 否则 如 果 图 中 存在 一 个 可 用 点 v 不 支配 任何 的 自由 点 ， 
即 顶 点 v 的 所 有 邻居 全 部 都 被 支配 ， 则 返 
MCD(GWNv,S,DU(vD 。 

7. 否则 如 果 图 中 存在 一 个 候选 点 v 支配 一 个 可 用 点 w， 
选择 顶点 vv 后 ，w 不 文 配 任何 自 点 ， 则 返 
MCD(GWNv,S,DU(v)) 和 MCD(G \w,S U {v}, DU {wp 中 的 较 大 


n 


Hu 


Hu 


w 


LH 


8. 否则 如 果 当 前 图 中 存在 一 个 候选 点 ",” 仅 支配 一 个 自 


如 果 (wow) 都 不 在 Y' 中 ， 根 据 性 质 8 可 知 ， 要 么 最 优 解 同时 
TB uy Ru, AERA GE v 的 最 优 解 ， 从 而 a) 
RZ. US wi A w MEE Y P, 存在 一 个 可 行 解 Y"=Y 了 \{y}， 
这 与 Y' 是 最 优 解 相 蔬 盾 ， 所 以 和 ws 不 可 能 同时 在 了 ' 中。 如 
果 w 在 Y' 中 ，a) 直接 成 立 。 如 果 池 在 Y' 中 ， 必 然 抛弃 w, 
a) 也 成 也。 

b) VY 为 一 个 问题 实例 的 最 优 解 ， 假 设 了 ' 包含 顶点 v ， 
否则 b) 直接 成 立 。 Bit wm M wR, 那么 在 了 ' 中 将 v 替换 成 
wi ， 得 到 一 个 不 包含 v 的 可 行 解 Y" ,又 |Y"|&|Y'|, piu" 
是 最 优 解 。 同样 由 于 在 抛弃 v 的 这 个 分 支 (G \ {vy},S,D Uf{y}) 


MWA, ZE w A wm PARRE m. it w A m 共同 支配 了 一 个 
点 WW， 那么 在 了 ' 中 将 v 替换 成 u, 得 到 一 个 不 包含 v 的 可 
行 解 Y" 。 同 样 ， 这 种 情况 不 用 考虑 。 那 么 考虑 由 和 了 支配 的 
自由 点 各 不 相同 并 且 至 少 支配 两 个 自由 点 时 情况 ， 设 wi 支配 的 
目 点 集合 为 U; m puis NQV)TDAVND] 。 如果 
(wow 都 不 在 了 ' 中， 根据 性 质 7 可 知 ， 或 者 将 加 入 DD 中， 
或 者 将 Us 加 入 DD 中 ， 从 而 b) RE. WMR wA w AE Y' H, 
存在 一 个 可 行 解 Y" = 了 \{v}, 这 与 Y' 是 最 优 解 相 了 矛盾 ， 所 以 
四 入 不 可 能 同时 在 了 Y' 中 。 如 果 汶 在 了 ' 中 ，b〉 直接 成 立 。 
如 果 wm EYP, BAMF m, b) WRZ. 

综 上 所 述 ， 定 理 3 成 立 。 

根据 定理 3 对 图 进行 约 简 后 ， 可 以 很 容易 得 到 ， 如 果 图 中 
存在 一 个 候选 点 v ， 那 么 v 至 少 与 三 个 自由 点 相 邻 。 
23 算法 设计 
车 于 以 上 的 定理 和 性 质 ， 下 面 进行 算法 的 详细 设计 ， 其 主 
要 步骤 参见 算法 1。 
算法 1， Tk MCD(G,S,D) 


里 已 经 考虑 了 该 情况 ,所 以 wi 和 w 相 邻 这 种 情况 可 以 不 用 考虑 。 


点 w， 而 w 也 仪 支配 一 个 自由 点 uw#gN()， 则 返回 
MCD(G \v, S, D U{v}) 和 MCD(G,S Ut{v,w},D) 中 较 大 的 解 。 

9. 否则 如 果 当 前 图 中 存在 一 个 候选 点 v ,v 仅 支 配 一 个 自 
点 w，w 至 少 支 配 两 个 自由 点 ， 设 w 支 配 的 自由 点 集合 为 
U-(uu,,.,u4]J-NQ)1ANNIV]. ， 其 中 kz2 ， 则 返回 
MCD(G Vv, S, DU (v]) ; MCD(G, S U (vw), D) 和 
MCD(G\{w,U}, S U {v}, DU{w UD 中 较 大 的 解 。 

10. 否则 如 果 当 前 图 中 存在 一 个 候选 点 ” ，v 仅 支 配 两 个 
F1 EH ER wi RE wo ， 册 和 了 屿 仅 支 配 一 个 自由 点 分 别 为 由 和 忆 ， 其 
中 {ww}j#sNGY) ， 则 返回 MCD(GNS,DU(Y ， 
MCD(G,SU(vw),D) , MCD(G\{w},SU{yw)},DU{wD ， 
MCD(G\ {w ws, uj, u5), S U {v}, D U{ w, ws, uj u53) 中 较 大 的 解 。 

11. 否 则 如 果 当 前 图 中 存在 一 个 候选 点 ” ,7 支配 两 个 自由 
à wb wo, wA w 至 少 支 配 了 两 个 自由 点 ， 设 wi 支配 的 自由 
HE U; = (uas) Nw) NAND] ,其 中 >2，, Wii 
可 MCD(G Nw,S,DU(v) MCD(G,SU{vw)},D) ,， 
MCD(G\{w},S Uf{y,w,},DU{w)}) , 
MCD(G Vw. wU} S Utv), DU{w, w} UU) 和 
MCD(G Vw, w,,U,), S Utvi, DU {w w} UUS) 中 较 大 的 解 。 
12. 否则 当前 图 中 存在 一 个 候选 点 v Hv 至少 有 三 个 自 
点 邻居 时 ， 则 返回 MCD(G\v,S,DU{vV}) 和 
MCD(G,S U {v}, D) 中 较 大 的 解 。 

文中 用 MCD(G, S, D) 表示 算法 , 输入 部 分 为 一 个 带 约束 
的 最 小 连通 支配 集 问 题 的 实例 ， 包 括 一 个 无 向 连通 图 
G-(V,E)fG 的 两 个 顶点 子 集 S,DCV ， 其 中 导出 子 图 
GIS] 为 连通 图 。 算 法 开始 时 , 设 5 中 包含 图 中 任意 一 条 边 的 两 
个 顶点 VW 和 Vv,，DD 为 空 集 ， 即 MCD(G. (v, v, p) 。 算 法 输出 的 
是 一 个 包含 $ 中 所 有 顶点 的 最 小 连通 支配 集 了 。 为 了 求 出 最 小 


输入 : 一 个 无 向 图 G=(V,E) 和 G 的 两 个 项 点子 集 


连通 支配 集 ， 该 算法 需要 执行 OCz ) 次 。 
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该 算法 主要 包含 12 


即 每 一 个 步骤 都 调 / 


则 停止 算法 , 返 下 


为 连通 图 时 ， 返 下 
为 空 集 但 不 存在 


性 性 


支配 自由 点 全 部 被 4 


质 2 给 出 。 第 6 步 从 图 
该 步 的 正确 性 由 性 质 


个 可 用 点 


3 给 出 。 


c 


Ww ， 当 选择 v 后 ，w 不 支配 任何 


除 一 些 不 支配 任何 自 


^ 


ix— 
5 当 存 在 两 个 候选 点 v 和 uw， 如 果 v 所 


所 支配 那么 删除 Y， 这 一 步 的 正确 性 


通 图 时 ， 


个 步骤 , 用 递归 算法 的 形式 进行 描述 ， 
JE AS Er 58 125 24 G[S ] 不 为 连 


人 ,这 一 步 显然 正 确 . 第 2 步 当 4= 乡 且 CG[S] 
S 作为 解 ， 这 一 步 显 然 正 确 。 第 3 步 当 4 不 
王 何 的 候选 点 ， 返 回 空 集 作 为 问题 解 ， 这 一 步 
也 显然 正确 。 第 4 步 主 要 是 将 必 选 点 加 入 5 中， 
质 1 给 出 。 第 5# 


ERE SÉ 


性 


周 晓 清 ， 等 : 无 向 图 中 连通 支配 集 问题 的 精确 算 ; 


采用 测量 治之 方法 对 算法 的 运行 时 间 复 杂 度 进行 分 析 时 ， 
首先 需要 确定 衡量 问题 大 小 的 度量 ， 然 后 根据 设 定 的 度量 为 算 
法 的 所 有 分 支 操作 设计 递归 关系 式 。 对 于 带 约 束 的 最 小 连通 支 
配 集 问题 的 一 个 实例 (G.S, D) ， 定 义 衡量 问题 大 小 的 度量 为 : 

H(G, S, D) - a | NCS)| - | VW SUDUN(S))], 

其 中 0<a <1 是 一 个 实数 , a 的 值 最 后 会 根据 所 有 分 支 操 
作 列 出 的 递归 关系 式 计算 出 来 ， 其 具体 值 会 在 后 面 给 出 。 根 据 
度量 的 设 定 可 知 ， 集 合 $ 和 DD 中 的 顶点 权重 设 为 0， 候 选集 C 


点 的 可 用 点 ， 


第 7 步 则 是 考虑 存在 一 


个 候选 点 


由 点 的 


情况 。 算 法 分 为 两 个 分 支 ， 第 一 个 分 支 将 ”从 图 中 删除 ， 第 二 


DWEK v 加 入 5 


仅 支配 一 个 自 
一 个 分 支 将 ”从 图 中 
正确 性 由 定理 
支配 一 个 自 
配 的 自 


中 并 且 将 ww 删除 。 其 正确 性 
第 8 步 则 是 考虑 存在 一 个 候选 点 v 仅 支 配 一 个 自 1 
点 UN(V) 时 的 情况 。 算法 分 为 两 个 分 支 , 第 
除 ， 第 二 个 分 支 将 v 和 w 加 入 5 中 ,其 
2 给 出 。 在 第 9 步 则 是 考虑 存在 一 个 候选 点 v 仅 
AW, w 至 少 支 配 两 个 自 
由 点 集合 为 [= 他 ,下 NonmA\N ， 其 中 大 >2， 


Jt 


= 


性 质 4 给 出 。 


iw, w 


点 时 的 情况 , Wb w xc 


算法 分 为 三 个 分 支 ， 第 一 个 分 支 将 v 从 图 中 删除 ， 第 二 个 分 支 


Tg v 和 w 加 入 5 中 ， 第 三 个 分 支 将 v 加 入 5 
{w, U}, 其 正确 性 由 定型 


存在 一 个 候选 点 7 xx 


wi fl w 分 别 仅 支 配 


第 一 个 分 支 将 ” 从 图 


dn 


第 三 个 分 支 将 VY 入 加 入 5 


v 加 入 5 中 同时 删除 


第 四 个 分 支 将 v 
v 加 入 5 中 同时 
12 步 则 是 做 简单 


wy Ww» i, 


加 入 5 中 同时 
JBR {wi,w,,U, 
的 分 支 ， 要 么 


由 点 刀 和 4w,， 算 法 分 为 


H 一 一 


PWR, 5 


FP 同 时 地 
u}, HEHHE 
第 11 zbrB, wi 和 Ww 至少 支配 两 个 自 
集合 为 Ui = {upu i} = NWD NAND], APk22, AI 
分 为 五 个 分 支 ， 第 一 个 分 支 将 v 从 图 中 删除 ， 
和 Ww 加 入 5S 中 ， 第 三 个 分 支 将 v RI w HA S 中 同时 


同时 
2 给 出 。 第 10 步 和 第 11 步 则 是 考虑 
配 两 个 自由 点 ;和 咏 的 情况 .第 10 步 中 ， 


y 


} 


DE 


个 分 支 ， 


个 分 支 将 vY RU Ww JA S 中 ， 
除 w， 第 四 个 分 支 将 将 
由 定理 3 给 出 。 
点 , 设 wi 支 配 的 自由 点 


第 二 个 分 支 将 ? 
删除 Wi , 


IRR {w WU, BENIH 


其 正确 性 


里 3 


由 定 


给 出 。 第 


挤 除 这 个 候选 点 ， 要 么 将 其 


放 入 


S 中 ,这 一 步 显然 正确 ,可 以 看 出 , 只 要 在 图 中 A=V\(S UD) 


不 为 空 集 ，3 至 12 步 中 至 少 有 一 步 可 以 执行 ,而 当 A4 = 是 


GISIKE, di 
f 1 步 停止 算法 。 


下 则 是 算法 运行 时 间 


的 分 析 。 


3 ”基于 测量 治之 的 算法 运行 时 间 分 析 


EL SY I 


LÆR} 


以 


和 分 支 这 两 种 操作 。 根 和 


行 第 2 PRIME, 4 G[LS] 不 连通 时 ,， 执 
以 上 的 分 析 可 以 得 到 该 算法 的 正确 性 ， 


以 


分 支 搜索 算法 设计 的 算法 ， 这 种 算法 包含 约 简 
居 以 上 的 算法 可 知 ， 算 法 的 第 1,2,3,4,5 


和 6 步 只 进行 了 约 简 操作 ， 第 7,8,9,10,11 和 12 步 进 行 了 分 支 


操作 。 
下 面 仅 允 


行 分 析 。 


于 约 简 操作 不 会 指数 级 的 增加 算法 的 运行 时 间 ， 所 以 
[算法 的 分 支 操作 进 


中 的 顶点 权重 设 为 ， 其 余 的 项 点 权重 设 为 1， 然 后 将 图 中 所 
有 顶点 的 权重 之 和 HUG, S, D) 作为 度量 。 显然 ,在 算法 执行 的 
过 程 中 , 度量 UCG, S, D) 的 值 在 任何 时 候 都 不 会 大 于 图 中 的 顶 
点 数 。 


下 面 分 析 在 设 定 的 度量 下 各 分 支 操作 产生 的 递归 关系 式 ， 
文中 用 CQu) 表示 算法 在 度量 为 4 的 问题 实例 上 产生 的 搜索 树 
大 小 的 上 界 。 


第 7 步 ， 在 这 一 步 中 第 一 个 分 支 删 除 候选 点 ”， 度 量 减 少 
2 。 第 二 个 分 文 将 v 加 入 5 中 并 且 将 w 删除 , 度量 减少 w+7 ， 
又 w 至 少 文 配 一 个 自由 点 ， 且 该 自由 点 同时 也 被 v 支配 ， 当 将 
v JA S 后 ， 其 所 支配 的 自由 点 变 成 候选 点 ， 度 量 至 少 减少 
7-C ， 所 以 第 二 分 支 至 少 减少 2。 这 一 步 可 以 得 到 如 下 递归 关 
系 式 


C(u) S C(u - à) * CCu - 2). 
98 82b. ”在 这 一 步 中 第 一 个 分 支 删除 候选 点 ” ， 度 量 减 少 
2 。 第 二 个 分 支 将 加 入 $ 中 并 且 也 将 多 加 入 解 中 ,度量 减少 
7+Qw， 峭 的 邻居 世 变 成 候选 点 ,度量 减少 1-w， 这样 第 二 个 分 
文 减少 J+Q+1-Q& =2 。 这 一 步 可 以 得 到 如 下 递归 关系 式 
C(usciu-a)tCtiu- 2). 
第 9 步 ” 在 这 一 步 中 第 一 个 分 支 删除 候选 点 ” ， 度 量 减少 


€ 。 第 二 个 分 支 将 Vv 加 入 5 中 ,并且 将 w 也 加 入 5 中, 由 于 w 
至 少 支 配 两 个 自由 点 ， 当 把 多 加 入 9 后 ，w 所 文 配 的 自由 点 变 
成 了 候选 点 ， 这 样 第 二 个 分 支 的 度量 至 少 减 少 
a *1-20-a)-3-a. 第 三 个 分 支 , 将 v 加 入 5 的 目的 是 为 
Txw, 所 以 将 VY 加 入 5 后, 将 ww 删除 ,同时 删除 ww 的 自由 


点 邻居 , 这样 度 量 至 少 减少 3+Cw 。 这 一 步 可 以 得 到 如 下 递归 关 
系 式 
C()sC(u-a)*C(u --a)* C(u - Ga). 


第 10 步 ”在 这 一 步 中 第 一 个 分 支 删除 候选 点 ” ， 度 量 减 
少 & 。 第 二 个 分 支 将 加 入 $， 其 目的 是 为 了 连通 向 ， 所 以 将 


v 和 Wi 加 入 S$， 度量 至 少 减 少 3-& 。 第 三 个 分 支 将 了 加 入 9 ， 

其 目的 是 为 了 连通 Ww ， 所 以 将 Vv 和 ww 加 入 5 ， 同 时 删除 Ww， 

度量 至 少 减少 3。 第 四 个 分 支 将 v 加 入 9 ， 其 目的 是 为 了 文 配 

w w,, 所 以 将 Vv 加 入 5 , ARR (wj Wo uy us) ,度量 至 少 

减少 4+C 。 这 一 步 可 以 得 到 如 下 递归 关系 式 
CuDnsC(u-a)tC(u-(3-a) 
-C(u-3)4 C(u - (4 4 a). 

第 11 步 ”在 在 这 一 步 中 第 一 个 分 支 删除 候选 点 ， 


KE 
E 


RAMAS 周 晓 清 ， 等 : 无 向 图 中 


减少 wa 。 第 二 个 分 支 将 v 加 入 5 ， 其 目的 是 为 了 连通 Ww ， 所 以 [2] Impagliazzo R, Paturi R, Zane F. Which problems have strongly exponential 
将 v 和 w 加 入 5 ,度量 至 少 减少 4- 2 。 第 三 个 分 支 将 v 加 入 complexity? [J]. Journal of Computer and System Sciences, 2001, 63 (4): 
9 ， 其 目的 是 为 了 连通 Ww ， 所 以 将 v 和 ww 加 入 §， 同 时 删除 512-530, 2001. 
wv, BERCEIP UP A- c 。 第 四 个 分 支 将 "加 入 $， 其 目的 是 为 [3] 路 纲 , AAR, ÈB, $. 任意 图 支配 集 精确 算法 回顾 [T]. 计算 机 学 
了 支配 WW 和 Ww ， 所 以 将 v 加 入 5， 同时 删除 功 、 区 以 及 Ui， 报 , 2010, 33 (6): 1073-1087. (Lu Gang, Zhou Mingtian, Tang Yong, et al. A 
度量 至 少 减少 4+ a 。 第 五 个 分 支 将 v 加 入 $ ， 其 目的 是 为 了 survey on exact algorithms for donminating set related problems in arbitrary 
支配 WW 和 w,， 所 以 将 Vv 加 入 $5， 同时 删除 Ww ,w ARU, E graphs [J]. Chinese Journal of Computers, 2010, 33 (6): 1073-1087. 
量 至 少 减 少 4+ w 。 这 一 步 可 以 得 到 如 下 递归 关系 式 4] Held M, Karp R M. A dynamic programming approach to sequencing 
C(u) x C(u- a) * C(u -(4-2a)) -* C(u - (4—Qo)) problems [J]. Journal of SIAM, 1962, 10 (1): 196-210. 
-C(u = (4 十 GQ)) 十 C(u = (4 十 Q)). 5] Tarjan R, Trojanowski A. Finding a maximum independent set [J]. SIAM 


Lu 


第 12 2p. ”这 一 步 对 ”进行 简单 分 支 ， 要 么 将 加 入 8 


Journal on Computing, 1977, 6 (3): 537-546. 


要 么 删除 。 由 于 此 时 至 少 支 配 3 个 自由 点 ， 当 Vv 加 入 5 后， 至 6] Robson J M. Algorithms for maximum independent sets [J]. Journal of 

少 3 个 自由 点 变 成 候选 点 ， 其 度量 至 少 减 少 Algorithms, 1986, 7 (3): 425-440. 

& *3(—a)23-2a 。 这 一 步 可 以 得 到 如 下 递归 关系 式 7] Mingyu Xiao, Nagamochi H. Exact algorithms for maximum independent 
C(u) < C(u = æ) + C(u = (3 = 2a)). set [C]// Proc of the 24th International Symposium on Algorithms and 


将 上 述 所 有 递归 关系 式 作为 约束 条 件 组 成 一 个 拟 凸 规划 让 
约束 条 件 ， 标 是 使 以 上 递归 关系 式 中 最 大 分 支 因 子 最 小 ， 其 8] Claude B. The theory of graphs and its applications [J]. Bulletin of 
中 ac 为 变量 。 利 用 [25] 中 介绍 的 方法 对 这 个 拟 凸 规划 求解 得 到 


cr 


Computation. Berlin: Springer Publishing Company, 2013: 328-338. 


Mathematical Biophysics, 1962, 24 (4): 441-443. 


当 @ =0.8644 时 ， 上 述 递归 关系 的 最 大 分 子 因 子 为 1.93， 因 此 9] Ore O. Theory of Graphs [M]. Providence: American Mathematical Society, 
该 算法 运行 时 间 上 界 为 0 0.93^) 。 由 于 在 初始 图 上 人 <n ,其 1962. 
此 带 约束 的 最 小 连通 支配 集 问题 可 以 在 O (1.93") 时 间 内 被 解 10] Garey M R, Johnson D S. Computers and intractability: a guide to the theory 
决 ， 得 到 如 下 定理 。 of NP-completeness [M]. New York: W. H. Freeman, 1979. 

定理 4 最 小 连通 支配 集 问题 可 以 在 0 (0.93^) 时 间 内 解 11] Fomin F V, Kratsch D, Woeginger G J. Exact (exponential) algorithms for 
Wo the dominating set problem [C]// Proc of the 30th Workshop on Graph 


Theoretic Concepts in Computer Science. Berlin: Springer, 2004: 245-256. 
4 ”结束 语 
nn 


12] Rooij J M M V, Bodlaender H L. Exact algorithms for dominating set [J]. 
针对 无 向 图 中 最 小 连通 支配 集 问题 ， 本 文采 用 分 支 搜 索 方 Discrete Applied Mathematics, 2011, 159 (17): 2147-2164. 
法 和 测量 治之 方法 分 析 和 设计 了 一 个 运行 时 间 为 0 0.93") 的 13] Yannakakis M, Gavril F. Edge dominating sets in graphs [J]. SIAM Journal 
精确 算法 。 文 中 首先 分 析 该 问题 的 一 些 特性 ， 设 计 了 一 些 约 简 on Applied Mathematics, 1980, 38 (3): 364-372. 
规则 简化 问题 实例 ， 并 在 此 基础 上 证 明了 一 些 重 要 的 定理 ， 最 14] Schiermeyer I. Efficiency in exponential time for domination-type problems 
终 设计 出 一 个 基于 分 支 搜索 的 递归 算法 。 文 中 算法 的 基本 思想 [J]. Discrete Applied Mathematics, 2008, 156 (17): 3291-3297. 
是 保持 解 的 连通 性 ， 其 核心 思想 是 在 处 理 候选 点 时 ， 对 其 加 入 15] Xiao M, Nagamochi H. A refined exact algorithm for edge dominating set 
解 的 作用 进行 区 分 对 待 ， 最 后 利用 测量 治之 方法 对 算法 的 运行 [J]. Theoretical Computer Science, 2014, 560: 207-216. 
时 间 进 行 分 析 。 对 于 连通 支配 集 问题 在 一 些 实际 问题 中 的 应 用 16] Fomin F V, Grandoni F, Kratsch D. Solving connected dominating set faster 
时 ， 文 中 的 一 些 性 质 和 定理 可 以 在 一 定 程度 上 降低 原 问 题 的 求 than [J]. Algorithmica, 2008, 52 (2): 153-166. 
解 规模 和 难度 ， 因 此 可 以 将 其 同 启发 式 算法 相 结合 对 该 问题 进 17] Ugurlu O, Tanir D, Nuri E. A better heuristic for the minimum connected 
行 求解 ， 达 到 加 快 求解 该 问题 的 速度 和 提高 求解 效果 的 目的 。 dominating set in ad hoc networks [C]// Proc of IEEE International 
文中 使 用 的 测量 治之 方法 是 一 种 非常 重要 的 算法 分 析 方 法 ， 它 Conference on Application of Information and Communication 
改进 了 许多 重要 NP 难 问题 的 精确 算法 的 运行 时 间 界 ， 对 于 更 Technologies. New York: IEEE, 2017: 1-4. 
多 的 NP 难 问 题 该 方法 在 其 精确 算法 中 的 应 用 正在 进一步 拓展 [18] Baiou M, Barahona F. The dominating set polytope via facility location [M]. 
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